Szacowanie niepewnosci w pomiarach laboratoryjnych

Pomiar

Aby co$ zmierzy¢ musimy wiedzie¢, co chcemy zmierzy¢ (np. dlugo$¢, mase, czas, itp.) oraz musimy
dysponowaé odpowiednim przyrzadem (np. linijka, stoperem, wagg, itp.). Sam pomiar polega na poréwnaniu
mierzonej wielko$ci (np. dtugos$ci stotu) z przyrzadem, w wyniku czego uzyskujemy wynik pomiaru, tj. liczbe
z jednostka (np. 1522 mm).

Zapis wyniku pomiaru

Otrzymany wynik pomiaru nie jest jednak peilng informacjag o mierzonej wielko$ci. W praktyce bardzo
potrzebna jest rowniez ocena wiarygodnosci pomiaru, polegajaca na okresleniu (oszacowaniu) niepewnosci
pomiarowej wyniku. W praktyce stosuje si¢ pojecic niepewnosci standardowej, w jezyku potocznym
mowimy raczej o bledzie pomiarowym. Sam wynik pomiaru zapisujemy w razem z niepewnoscig w tej same;j
jednostce, np. 1522 =+ 1 mm, 1,006 £ 0,003s, itp. W niepewnosci pomiarowej podajemy tylko tyle cyfr
znaczacych, ile miat ich wynik gtéwny pomiaru!

Ocena niepewnosci pomiarowej

Jezeli mamy do czynienia z pojedynczym pomiarem, pomierzonym za pomocg okreslonego przyrzadu - nie
ma problemu. Niepewnos$cig bedzie zazwyczaj najmniejsza dziatka na przyrzadzie (np. 1 mm na linijce, 0,1
sekunda na stoperze, itp.). Jezeli mamy do czynienia w pomiarem wielokrotnym (np. mierzymy grubos¢ drutu
w réznych miejscach), to Srednia arytmetyczna jest bardzo dobrym oszacowaniem pomiaru, a niepewnos¢
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dzwonowej mozemy by¢ pewni, ze pomiary oddaja rzeczywisty charakter mierzonej wielkosci.

(btad) obliczamy z wzoru na niepewnos$¢ standardowa, znanego z obliczen statystycznych S =

Obliczanie niepewnos$ci na podstawie pomiaréw posrednich

Bardzo czgsto mamy do czynienia z nastgpujaca sytuacja: mierzymy pewne wielkosci obarczone réznymi
btedami, i na podstawie okreSlonego wzoru (chemicznego, fizycznego) wyliczamy dopiero koncowy wynik.
Jak w takim wypadku wyliczy¢ niepewnos$¢ pomiarowg?

NajczeScie] stosuje si¢ wzor wyrazajacy w literaturze prawo przenoszenia odchylek przypadkowych.
Zaltdzmy, ze obliczamy predkos¢ - V mierzac czas - t 1 odleglos¢ - s. Czas 1 odlegtos¢ maja wyliczone $rednie
(ts- 1 Sg) 0raz wyliczone niepewnosci pomiarowe - odchylenie standardowe (S(t) i S(s)).

W takim wypadku niepewnos¢ predkosci wyliczamy z wzoru:
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We wzorze mamy do czynienia z pochodnymi. Na szczeScie nie musimy ich wylicza¢ algebraicznie -
odpowiednie programy robig to same. Spotka¢ mozna tez duzo prostsze rozwigzanie (bez wyliczania
pochodnych:
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CWICZENIE 1 - rzut kostkami

Rzucamy pigcioma kostkami i sumujemy liczbe oczek na wszystkich pieciu kostkach. Zasymuluj w programie
500 rzutéw. Wykresl punkty 1 krzywa Gaussa.

Wynik sumowania moze waha¢ si¢ pomiedzy 5 a 30 oczek.

1) Zasymulujemy rzuty pigcioma kostkami.

2) Wyliczymy sumy oczek poszczegolnych rzutow.

3) Policzymy ile razy wyrzucono poszczeg6élne sumy oczek.

4) Utworzymy wykres z ilo$ciami poszczegdlnych sum oczek.

5) Utworzymy wykres krzywej Gaussa na podstawie sumy wyrzuconych oczek.

Jezeli suma wyrzuconych oczek podlega opisowi statystycznemu, utworzony wykres powinien pokrywacé si¢ z
krzywa Gaussa. Ponizej przedstawiono rozwigzanie. W z6ttych polach fragmenty tabel.

DEFINICJE
ILE:=1000 tutaj moina wpisad liczhs rzutcw tabEIa M (fragment)
Mi=matrix (:LE ' 5) 5 kolmmn TLE wisrszy 25135
RZUTY KOSTKAMI - LOSOWANIE - TABLICA M 2331l
for i=1..ILE losowanie liczk od 1 do & 26 431
13411
M. :=random(6:l+1
il 6 46 26
M. 2:=Iandom(6:l+1 €6 68 25 5
T 34 1 4 5
HL 3:=Ia_’udom(6:l+1 453243
M. g==random(6]+1 333 LY
T 31312
Mi 5:=Iandom(6]+1 2 615 4
4 =& B 4a =
SUMOWANIE OQCZEE - TABLICA 5
for il ..ILE
S;:=H‘__'L+HL2+HL 3+Hi g+His

tabela S (fragment)

ILE RAZY WYRZUCONA DANA S5UMA - TABLICA R

H=matrix (_’L : 30) tablics pozioms - lspisj widad 16
185
for il ..I1ILE :
swisksgamy o 1 16
2=3 i komdrks zawisrajgc sums 10
R, =R, _+1 ;j
R=[Cl 000O0O0Z2 41018 23 40 54 61 79 86 108 104 113 95 63 49 28 30 16 8 5 4 0 Cl] 17
pierwsrs citery pola zawsze Ferowse — nNis moina wyrsucis bazkis] sumy oczsk piscioma kostkami ;i
PUNKRTY NA WYKRESIE - TABLICA P LD
Pi=matrix (30 ; 5)
for ie5..30
Fig=2
Pia=Rqs r
P, =" tabela P (fragment)
P, =10 i
1 4] 4] 0 (4] 0
P, g="red" o o o o o
4] 4] 0 (4] 0
TS o o o o o
5 0 "." 10 "red"
2 €& 0 "." 10 "red"
a 7 2 "."™ 10 "red"
i ! 8 4 "." 10 "red"
ul 9 10 ".™ 10 "red"
A 10 18 "."™ 10 "red"
- 11 23 ".™ 10 "red"”
12 40 ".™ 10 "red"
. Y - 13 54 "."™ 10 "red"”




Zamiast sumy punktow na wykresie mozna wyliczy¢ prawdopodobienstwo wystgpienia takiej sumy w catym
zbiorze — jest to bardziej uniwersalna miara rozktadu normalnego Gaussa.

Ponizej obliczono prawdopodobienstwo w tablicy PR oraz wyznaczono punkty do wykresu w tablicy P1, a
takze wyliczono teoretyczny rozktad z wzory Gaussa na podstawie oryginalnych sum z tablicy S.

Bardzisj uniwersalng miara rozkiadu jest prawdopodobisistweo wyrzucenis cdpowisdnisj iledci oczek
_ PRAWDOPODOBIENSTWO WYRZUCENIA SUMY OCZEK- TABLICA PR
for ies..30 Prawdeopodebisnstwe to iloraz
o ilesei wyrsnssnysh sum oezak KEZYWE GRUSSA - TEORETYCZINA L
PR 1= S 1li do wszystkich pomiardw Paramstry do krzyws] Gzussa
i ILE (§rednig i odchylsnis)
tworzymy nz podstawis oryginzlnych pomiardw
PUNKTY NA WYKRESIE - TABLICA P1 = tabgliLS_
Fli=matrix [31;}; 5] tablica skiadejgrca sis ¥ pigciu kolmmn Z 5. [LLE 2
for i=5..30 (¥,¥, znak, wislkoss, kelor) i=h = Z [S _._—SR]
s SRi=————— i=1
Pl . =1 ILE OD:= —
- ILE-1
Pl . ., =PR.
iz i SR=17,503 oD=3,9358
=T mn
PL. ="
o 2
P1. =10 1 (x-5E)
6 ()= e - 2225
1= M = ST i T
P1, ="red 0D42m 2.0D"
2® 0 0o o0 o 0o o0
— < o o 0 o 0 o
’ o o 0 o o o
o o 0 o0 0 o
0,001 5 0,001 "." 10 "red"
o & 0O "." 10 "red"
0,001 7 0,001 "." 10 "red"
0,004 8 0,004 "." 10 "red"
0,008 8 0,008 "." 10 "red"
0,021 10 0,021 "." 10 "red"
0,041 11 0,041 "." 10 "red"
0,036 12 0,036 "." 10 "red"
0,058 13 0,056 "." 10 "red"
0,057 14 0,057 "." 10 "red"
% 0,074 15 0,074 "." 10 "red"
.. .. . . . PR= El=
- g 12 1€ 20 24 28 0,095 16 0,095 "." 10 "red"
G [x] 0,107 17 0,107 "." 10 "red"
Pl 0,089 18 0,083 "." 10 "red"
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CWICZENIE 2 — wahadlo matematyczne
Przyspieszenia ziemskiego nie mozna zmierzy¢ — nie ma takiego przyrzadu! Ale mozna je L
wyliczy¢ z wzoru w ktorych wystepuje g i inne (mierzalne) wielko$ci. Wahadlo matematyczne, T =27 |—
to kulka zawieszona na nici. Wystarczy zmierzy¢ okres wahadta T oraz dlugo$¢ nici L i g

skorzysta¢ ze znanego z fizyki wzoru.
Podczas opracowywania wynikow eksperymentow naukowych wazne jest nie tylko otrzymanie poszukiwanej
wielkosci, ale takze oszacowanie wielkosci popelnionego bledu. Mierzymy czas stoperem 1 dtugos¢ linijka,
wiec mozemy pomyli¢ si¢ o =1 sekunde lub o £1 milimetr.

2 2
A jaki btad bedzie miato przyspieszenie ziemskie? Sposobow wyliczenia ) Ag. = AL N AT
tego btedu jest kilka. Mozemy policzy¢ 10 razy przyspieszenie ziemskie na 95 =9y L, T,

podstawie danych z tabel, a potem odchylenie. Najbardziej znane jest
jednak prawo przenoszenia niepewnosci, ktore w 2 2
praktyce opiera si¢ na policzeniu $redniej (2) Ag, = (ig(r)j CAT? J{i g(L)) -AL?
geometrycznej. W praktyce szkolnej stosujemy v dT dL

wzor (1), w obliczeniach inzynierskich wzor (2) z

zastosowaniem pochodnych.

Gotowy wynik na przyspieszenie wraz z obliczonym bigdem zapisujemy za$ w postaci: § = Qg + A sr
(np. 9,805+0,021 m/s?).



W tabelach znajdujg si¢ pomierzone czasy 10 wahni¢¢ T10 oraz dlugos¢ wahadta L. Nalezy policzy¢
przyspieszenie ziemskie oraz wyliczy¢ btad pomiaru trzema metodami.

Tabele zawierajs po 10 POMIAROW 9,9 1,00
czasu 10 wahnigg TT10 20,0 1,01
i ditugosci wahadia LL 1 1,00
20,1 0,93
OFRES WAHADLA to czas 1 wahniecia =il !
T Tl 15,9 Mitee 0,93
e TT10 “l1s,9 “lo,ss 1,99
10 20,0 1,01 2
£ 15,8 1,01 2,01
SREDNIE i ODCHYLENIA STANDARDOWE ’ ’ £
okresu i diugo3ci 4 do L 2,01
20,1 0,99 1,99
3= yu
T&i= Li= 1.93
10 10 2
Ts=1,8a87 L&=0,283 1,98
10 ' 10 ' 199
2 2 2,01
N CREN N CRN
AT= |22 A
10 10
AT=0,01 AL=0,0083
PRZYSPIESZENIE ZIEMSKIE L
wyliczamy Z WzZoru na okres =27 |—
Po przeksztatceniu przyjmie postadé funkcji E
g(T,L} =z dwoma parametrami
2 L 2
glT:Ll=2n" — ga=glTz; L3 g5=9,88284
r4
T
. s i 2 L&
lub podstawizjac gsli=4'm - — 3
bazpoirsdnic do wiorn Téé gsl=9,8894
BEAD POMIARU - Srednia z przyspieszen
jeko paramstr funkcji wstawiamy tablics
GG=g(TT ; LL) ZGG
G&:= = G&=0,9883 d,989%9
0,9998
10 L ' 0,9829
Z [GG —G.%] 0,98
1= B 0,28
ng= | 27 AG=0,0082 GG= '
10 0,98
0,9998
BLAD POMIARU za pomocs prawa 00,9958
przenoszenia bledow =g 0,989%9
METODA SZKOLNA - uproszczona L s i 0,98
.98
AL 3 AT §
Agi=ga|— +|=— Ag=0,0861
L3 T3

BEAD POMIARD d o 2 d z 2
METODA INZIYNIERSKA Ag. = (E (T )J -AT +(E g(L)J -AL

pochodne

trzskba pamistasd, aby nazwy mmisnnysch w funksjach
nizs byty takis sams jak n=zwy tabklic

pochodne Pi i P2 z paramstrami, aby wygodnisj wstawiad liczby w réwnaniu

d d
P1(T; L)=——g(T; L P2(T;L)=——g(T; L
(1= gfrs 1) 21 ) g(r 1)
aopon? aon 2
P1(T : L)=—m— =2 Pz(T : L)=—=
3 2
T T
EG:=“4{P1[I‘3; L.é:IA-D.I'2+P2[I'é; Lé:IA-D.LZ AG=0,1231

Jak wynika z obliczen, im ,,powazniejszy” stosujemy sposob obliczania btedy, tym ten btagd wychodzi wigkszy!
Wynik (obliczone przyspieszenie ziemskie) z najwigkszym bledem wynosi: ¢ = 9,8894+0,1291m/s?



