Optymalizacja
Optymalizacja jest dzialaniem, ktérego zadaniem jest znalezienie jak najlepszego rozwigzania. Z
matematycznego punktu widzenia chodzi z reguty o odnalezienie maksimum lub minimum jakiej$ funkcji. W
innych dziedzinach begdziemy mieli do czynienia np. z maksymalizacja zyskow przy minimalizacji kosztow
(finanse), maksymalizacja wydajnosci przy minimalizacji zuzycia paliwa (procesy produkcyjne),
maksymalizacja wytrzymatosci przy minimalizacji zuzycia materialdow konstrukcyjnych (budownictwo),
minimalizacja czasu pracy, mocy i wykorzystania zasobow komputera przy maksymalizacji osigganych
wynikow (informatyka), itd. Poniewaz jednak wszystkie te nauki sg $ci§le okreslone i wigkszo$¢ procesow
opisana za pomocg roéwnan matematycznych, dlatego tez wigkszo$¢ przypadkoéw odnosi si¢ do matematycznego
wyszukiwania maksimum lub minimum (tzw. ekstrema funkcji).
Pochodna - w analizie matematycznej mowi o szybkosci zmian jakiej$ funkcji. Jezeli za§ wyliczymy pochodng
funkcji i przyrownamy ja do zera, to pierwiastki tego rOwnania wyznaczaja nam ekstrema funkcji - a to jest
wilasnie celem optymalizacji. W analizie matematycznej pochodne liczy si¢ algebraicznie, dlatego jest to takie
ucigzliwe, natomiast programy typu CAS potrafig wylicza¢ pochodne w sposob numeryczny, automatycznie.
W ponizszych ¢wiczeniach nie bedziemy wchodzi¢ w teoretyczne rozwazania i wyprowadzanie wzoréw
dotyczacych pochodnych - interesowac nas bedg tylko konkretne rozwigzania dla wybranych kategorii funkcji.
| ostatnia uwaga: w matematyce pochodng opisuje si¢ nastepujacym symbolem: % i czyta ,,de po de iks”.
CWICZENIE 1 - funkcja kwadratowa 5 )
Znajdz ekstremum funkcji y=2x-3x+1/2 tx)=2x"-3x+ 5
Mamy do czynienia z réownaniem kwadratowym, dlatego rozwigzanie jest tylko jedno. Aby , __d £(%) P=-344 %
przekonaé sig, czy jest to maksimum, czy tez minimum mozna sprawdzi¢ parametr a rownania dx
kwadratowego lub tez narysowaé wykres. Na rysunku znajdujemy kolejne przeksztalcenia. ¥m=solve (P ; x] ¥m=0,75
e Wyliczamy pierwsza pochodng za pomocg funkcji d e L
dx minimum [0,75;-0,625]
wynik znajduje sie w zmiennej P, v
aby zobaczyé, jak wyglgda pochodna nalezy wcisngé CTRL+kropka (-3+4-x)
e Szukamy pierwiastkow (miejsc zerowych) rownania - funkcja solve
to bedzie wspotrzedna X naszego ekstremum - Xm
e Podstawiamy znaleziong wartos¢ do wzoru na funkcje =k @

to bedzie wspotrzedna Y naszego ekstremum - Ym
Zwro¢ uwage, ze program potrafit wyliczy¢ pochodng w sposob analityczny - przeksztalcit

rownanie tak, jak uczen na kartce papieru. £

Rozwigzanie zadania. Minimum znajduje si¢ w punkcie (0,75; -0,625).

CWICZENIE 2 - wielomian A e e O e
Znajdz ekstrema funkcji y=2x>+3x?-5x-4 i Y /
Jesli wykonamy wykres funkcji, to okaze sig, ze ten wielomian ma dwa ekstrema: jedno |*~7~~7~

minimum i jedno maksimum. Liczymy w standardowy sposéb - rozwigzania otrzymujemy w |- /\

postaci listy z dwoma elementami. Okazuje si¢ jednak, ze o ile wspotrzedne X sq wyliczone | |- =
poprawnie (tak wynika z wykresu), to juz wspotrzedne Y naszych ekstremow sq bledne - _

czerwona ramka. Z pobieznej obserwacji (czerwone przerywane kreski) wynika, Ze powinny \

by¢ mniej wiecej w okolicach +4 | -5. Blgd wynika z numerycznego sposobu, w jaki
program wylicza. Lepiej w takim przypadku policzy¢ kazde rozwigzanie osobno

podstawiajgc konkretne wyniki do funkcji. Dwa przykladowe rozwigzania pokazano ponizej! | v(x)

Snosob dhuzsz dodatkowe MXl=solve(P;x;—10;0) Mx1=-1,5408 - _|

zﬁienne - pi}zydatny, gdy MX2:=solve(p;x;0;10) MX2=0,5408 P"de[”"} B=-5+&x(1l+x)

zachodzi  koniecznos¢ dalszych v(Mx1)$3,5103 = soTe LE 3] RK= -1, 54"@]

obliczen. y(Mx2)¥-5,5103 ) . 0,5408
(Mx)=[ 0, ’ffz]

Sposob  krotszy  podstawiajgc i 11,8845

konkretne wyniki y(-1,5408 =§;5103

yv(0,5408)4-

Rozwigzanie. Maksimum znajduje si¢ w punkcie (-1,5408; 3,5104), a minimum w punkcie (0,5408; -5,5103)

Whniosek - Zawsze sprawdzaj poprawnosé¢ otrzymanych wynikéw



CWICZENIE 3 - funkcja zlozona
Znajdz ekstrema funkcji f(x)=x*sin(x)-4

w przedziale 0..15 £(x)i= x- sin (x)- 4

pe £lx) P=x cos(x)+sin(x)

dx
MX:= solve [P
0

Rysujemy najpierw wykres, aby zorientowaé si¢ w przebiegu
funkcji. Liczymy podobnie, jak w poprzednich przyktadach.
Nie liczymy automatycznie wspotrzednych Y wstawiajgc do

[/

2,0288
4,9132
7,9787

funkcji F listy MX - poprzednio otrzymalismy bledne wyniki.
Lepiej jest to zrobi¢ osobno. Tym razem jednak postuzymy sie
indeksami, a nie konkretnymi wartosciami. Do pierwszego
elementu listy MX odwolujemy si¢ za pomocq indeksu

é

VA

11,0855
14,2074

dolnego 1 - MXy, itd. Indeks dolny wprowadzamy wciskajgc
klawisz ,,[,, .

Rozwigzanie.

W przedziale (0..15) dla funkcji f(X)=x*sin(x)-4 mamy nastepujgce ekstrema:
minima w punktach: (0; -4), (4,9132; -8,8145), (11,0855; -15,0407)
maksima w punktach: (2,0288; -2,1803), (7,9787; 3,9167), (14,2074; 10,1724)

£ ()

Optymalizacja — zadania tekstowe
CWICZENIE 4 - powierzchnia ogrédka
Gospodarz posiada 20 metréw plotu. Jakie boki powinien mie¢ prostokatny
obszar, aby powierzchnia byta jak najwicksza?
Jest to typowe zadanie optymalizacyjne, ktore rozwiqzuje sie za pomocq pochodnej.
Trudnos¢ polega na tym, ze musimy mie¢ rownanie opisujgce pole powierzchni obszaru w
funkcji jednego z bokow, tzn. zalezne tylko od jednego boku. Pole powierzchni i obwod
O =2x+2y. Wyliczamy y z drugiego réwnania i
wstawiamy do wzoru na P w pierwszym réwnaniu (UWAGA - nie musimy wstawiaé, patrz
kolejne ¢wiczenie):

P— X(O_ij a po przeksztalceniach — p — _y2 ;O y, czyli P=—x? +10x

2 2

opisujq znane wzory: P =X-Yy

Aby zadowoli¢ matematykéw, powinno sig zapisa¢ réwnanie w postaci P(X) = —x> +10x .
Rozwigzanie. Aby powierzchnia byta maksymalna (25) oba boki powinny
mie¢ dlugosc¢ 5.

CWICZENIE 5 - konserwa
Pewien zaktad produkuje puszki na konserwy. Puszki maja mie¢ objetos¢ 2
litréw. Blacha kosztuje 50 groszy za 1 dm?, koszt potaczen blachy na odcinku

; x;0; 15)

£[Mx ]--15,0407
£(mx |=10,1724
o
P(x)=—x"+10x
Yy
\ *
P (x)
d
M¥=solve |— P (x) ; x]
dx
MX=5
P[MX]= 25
p (M)
MY=———
MX
MY=5

prostym dtugosci 1 dm wynosi 10 groszy, a na okrggu wynosi 20 groszy. Jakie powinny by¢

wymiary konserwy, aby koszty byty jak najmniejsze?

Szukamy wymiaréw puszki: hir

Koszt produkcji puszki, to koszt blachy i koszt polgczen: K=KB+KP

Koszt blachy, to powierzchnia blachy pomnozona przez ceng blachy: KB=PB*CB
Powierzchnia blachy skiada sie z prostokqgta i dwoch kol.

Koszt potgczen, to diugosé polgczenia prostego (wysokos¢) pomnozona przez ~ PRNE

ceng polgczenia prostego i diugos¢ polgczen po okregu (dwa obwody) P30

pomnozona przez ceng tego potgczenia: KP=DPP*CPP+DPO*CPO. EECP: ;g

Objetos¢ puszki wyrazamy wzorem: OP=mr*h i jest rowna 2 - stgd wyliczymy op-:._2

promien, aby ogdlne rownanie miato tylko jedng zmienng h ' op |z waoru na obigrose
Ri=a —— OP=nR"ZH

Dtugos¢ potgczenia prostego: DPP=h

Dilugosé polgczen po okregu: DPO=2-2nr

Powierzchnia blachy: PB=2mrh+2-m°

UWAGA - wszystkie wzory powinny by¢ uporzqdkowane i nie powinny by¢ w
postaci utamkowej - pojawiajq sie bledy!!!

DPP:=H

KB:= PB' CB
ROZWIAZANTIE
Odpowiedz: Aby koszt produkcji puszki Wysokose Ki= KB +KE
byl najmniejszy wysoko$¢ powinna - solve|-x ;=
wynosi¢ ok. 1,8 dm, a promien ok. 0,6 dm a4
y -1 »ap ) . H=1,7978
promien
R=0,5951

Uwaga. Aby narysowaé wykres nalezy uzywaé

zmiennej o nazwie x zamiast H. kosztprodirkcyt

K=¢614,87¢8

DEO:=2-2 'R

2
PB=2 mR-H+2 IR

KP:=DFF - CPF +DFO'CFOC




CWICZENIE 6 - autostrada i centrum

Niedaleko autostrady lezag dwie miejscowosci Koty Mate (2000 mieszkancow) i KM
Koty Wielkie (5000 mieszkancow). Potozenie tych miejscowosci na planie (1.2)
pokazuje rysunek. Mozna przyjaé, ze obie miejscowosci sg punktami na mapie o d,

wspolrzednych (1, 2) 1 (3, -1). Wiadze obu miejscowosci postanowily wybudowac
centrum handlowe przy autostradzie tak, aby byta jak najblizej obu miejscowosci
uwzgledniajac ich liczbe mieszkancow.

Aby centrum bylo w jednakowej odlegtosci od obu miejscowosci nalezy wyliczy¢ zwyczajng

Sredniq arytmetyczng odleglosci. Ale chcemy uwzglednié tez liczbe mieszkancow i dlatego z  KM:=2000

pomocq przychodzi nam Srednia wazona. Jezeli przyjmiemy nastepujqce zatozenia: KM=2000,  ¥#=5000 ,

KW=5000, d1 - odleglos¢ KM od centrum i d2 - odleglosé KW od centrum, to wzér Srednig — dl=(1-x] —+4

wazong bedzie nastepujgcy: a2=(3-x “+1

SW:KM'd1+KW'd2_ o () L AL K- d2

KM + KW i

Pozostaje do wyliczenia odleglos¢ di i d, - z pomocq przychodzi geometria analityczna i | y

twierdzenie Pitagorasa.

d,=1-x)*+2-0°=d, =(1-x)*+4 Y,

d,=3-x)?+(-1-0)*=d, =3-x)* +1 ~

Nie musimy podstawiaé do réwnania gtéwnego i rozwigzywaé - zrobi to za nas program. 2

Rozwigzanie. Centrum powinno leze¢ w punkcie (2,4286; 0) =
C(x)
MX:=solve d—c(x] ;X

dx

MxX=2,4286

ZADANIA
Objetos¢ walca wynosi 250. Wyznacz dlugos$¢ promienia walca tak, aby jego pole powierzchni catkowitej byto
jak najmniejsze.

Jasio wyptynat t6dka na jezioro. Jego trasa miata ksztalt prostokata z dwdch stron zakonczonego poétkolami i
byta dtugosci 1 kilometra. Znajdz wymiary tej figury, ktorej pole powierzchni bedzie najwigksze.

Na kuli o promieniu R=4 opisujemy stozek o promieniu r i wysokosci h. Sposrdd wszystkich stozkéw wyznacz
taki, ktory ma najmniejsza objetosc.

Blacharz ma kawatek blachy o wymiarach 50x90 cm. Ma z niej wykona¢ zbiornik (otwarty z jednej strony) w
ksztalcie prostopadto$cianu. W tym celu powinien wycia¢ kwadratu w rogach blachy, a nastgpnie zagia¢ 1
zlutowa¢ powstatg forme¢. Jaka powinna by¢ dtugo$¢ krawedzi wycigtych kwadratow, aby objetos¢ byta jak
najwigksza? Jaka bedzie to objetosc i jakie beda wymiary naczynia?

Pan Nowak projektuje garaz o konstrukcji szkieletowej 1 dtugosci 5 metrow, przylegajacy do $ciany domu i
zbudowany z dwoch $cian drewnianych, nakrytych ptaskim, blaszanym dachem. Blacha kosztuje 30 ztotych za
metr kwadratowy, a sklejka do konstrukcji $cian 15 ztotych za metr kwadratowy. Material do konstrukcji
szkieletu otrzymal za darmo od znajomych. Caly garaz ma kosztowa¢ 800 ztotych. Zaprojektuj wymiary
garazu, ktore zmaksymalizuja jego kubaturg.

Fabryka wykonuje kartony na soki w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego. Jaka najwigksza
objetos¢ moze miec ten graniastostup, jesli suma dlugosci jego wszystkich krawedzi wynosi 96cm?

Trzy miejscowosci A, B, C leza przy autostradzie. Firma chce wybudowa¢ hurtowni¢ mozliwie blisko
wszystkich trzech. Odleglosci pomiedzy miejscowosciami: A-B=40, B-C=20 i A-C=60. Znajdz polozenie
hurtowni.

Do poprzedniego zadania dodaj informacje¢ o ilosci mieszkancoéw kazdej miejscowosci: A-1000, B-500 i C-
10000.



