Uklady rownan algebraicznych

Na poprzednich lekcjach zajmowaliSmy si¢ m.in. wyliczaniem pierwiastkdw réwnania kwadratowego. Tak si¢
sktada, ze znane sg rozne sposoby, aby te pierwiastki (czyli miejsca przecigcia si¢ wykresu z osig X) wyliczy¢.
Jeszcze prosciej mozna znalez¢ miejsce przecigeia si¢ rownania liniowego z osig X. Jednak wigkszo$¢ funkcji
nie ma tak tatwych rozwigzan i czasami trzeba positkowac¢ si¢ bardzo skomplikowanymi i pracochtonnymi
metodami. Z pomocg oczywiscie przychodza komputery, ktore bez problemu tworza wykresy i licza z prawie
dowolng doktadnoscig miejsca zerowe. Programy CAS rowniez posiadajg mozliwosci automatycznego
wyznaczania pierwiastkow rownan. Stuzy do tego dwie funkcje SOLVE i POLYROOTS.

SOLVE(funkcja; zmienna) - szukanie pierwiastkow rownania lub ukladu réwnan
Otrzymujemy jedno lub wiecej rozwigzan (wektor) w zakresie okre§lonym 1 speoséo
przez ustawienia programu: Narzedzia / Ustawienia / Obliczenia / Pierwiastki.  __ ;.. [z.x 2 gl x]
Standardowo od -20 do 20 .

II sposdb

SOLVE(funkcja; zmienna; od; do)
Recznie okreslamy zakres poszukiwan rozwigzan w podanym zakresie

CWICZENIE 1 - pierwiastki - funkcja SOLVE

Wylicz pierwiastki rownania kwadratowego, dla nast¢pujacych parametrow
réwnania: a=2, b=-3, ¢c=1/2. Poshuz si¢ funkcja SOLVE. Sprawdz poprawnos¢
rozwigzania.

W tym przypadku catos¢ sprowadza si¢ do odpowiedniego zapisania danych dla funkcji. Na 111 oposep
rysunkach obok pokazano trzy sposoby. W pierwszym réwnanie kwadratowe zapisano

bezposrednio do funkcji, w drugim: najpierw zdefiniowano funkcje f(x), ktorg wstawiono do

funkcji SOLVE. W trzecim przypadku, wyniki zapisano w osobnej zmiennej wektorowe;j. sprawdzenie 2
Sprawdzamy poprawnos¢ poprzez wstawienie wynikow do funkcji - powinny wyjs¢ wartosci £ [x l]=—1, 9605-10
zerowe (lub bliskie zerowych)! Sprawdzenie wynikow dwoma sposobami.

sprawdzenie 1 5
f(o,191)=—3,8-10

-3
f£(1,308)=—3,8-10

-3,1102
10,6102

X=3olve [f(x]; xJ x=
7

-5
f[x 2]=—e ,6625:10

, . ] .. -18,84386
CWICZENIE 2 - pierwiastki sin(x) _1s3,702
Znajdz miejsca przeciecia si¢ funkcji -12,5664
. . . —9,4248

sin(x) z osig X w zakresie (0..20). Tel 203z o

Obok przedstawiono dwa rozwigzania: w _3:1,5 14 2;3;2
standardowym zakresie (-20..20) i w zakresie solve(sin(x); x)= o [sin(x): x| 0 20) ol abad
ustawionym recznie (0..20). Jezeli chcemy 3,1418 12,5664
otrzymaé rozwiqgzanie w stopniach nalezy 6,2832 15,708
wstawi¢ znak ,,°” w odpowiednim miejscu lub 9, 4248 18,8496
pomnozy¢  wynik przez ,,deg” - nastgpi 12,5864

. . I3 . a8
automatyczna konwersja radianow na stopnie. 15.7D 3.1 2
18,8496 £(x)=0,25x"+3x"-114-x+1
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CWICZENIE 3 - pierwiastki wielomianu /\

Znajdz pierwiastki wielomianu: 0,25x° +%x2 -114x+1

/ X

narysowac wykres, aby zorientowac¢ si¢ w zakresie poszukiwan, gdyz standardowy (-20..20) moze
by¢ niewystarczajgcy. Wpisanie zbyt duzego zakresu moze znacznie wydluzyé czas obliczen lub
spowodowac bledne obliczenial.

Rozwigzanie znajduje si¢ na rysunkach. Aby znalezé wszystKie trzy pierwiastki najlepiej najpierw /

f(x)

solve (f(x]; x)=0,0088
, [—22,0355

CWICZENIE 4 - punkty przeci¢cia solve (£(x) s x s -32 ; 32)=| 0,0088
Znajdz punkty przeciecia si¢ krzywej wielomianu z ¢wiczenia 3 z prosta g (x):=200 1
przecinajaca o$ Y w punkcie 200. g(%)=0,25 % 3+%. 22114 k1

Rozwigzanie zostalo pokazane na rysunku. Poniewaz mamy do czynienia z prostq

rownoleglq do osi X, dlatego rzedne wszystkich rozwigzan sq jednakowe i wynoszq 200 - /\
|

]
(381

©

Y

¢ Definiujemy funkcje y(x)=200

e Dodajemy funkcje do wykresu za pomocg symbolu ,,Uktad rownan”
.o y . . . X

e Za pomocg funkcji SOLVE przyréwnujemy obie. Uzywamy operatora / /

logicznego ,,=" z palety Logika. ' /

Logiczne ,,=" nie jest tym samym, czym zwyczajne ,,=" wpisywane z klawiatury. Logiczne 1024 -32

stuzy do porownywania i wynikiem jest prawda Ilub falsz, a zwyczajne stuzy do {CJ(X]

wyswietlania wynikow. Czerwona ramka logiczne ,,=", niebieska ramka - zwykfe. (=) 21,1 3@1
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I
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e Rozwigzanie: P1(-21.1306, 200), P»(-1.7484, 200), P1(21.5457, 200) solve (g (x) ;x;-32; J2)=| p 1, 7484

1,5457




CWICZENIE 5 - punkty przeciecia - rzedne
Znajdz punkty przeciecia sie krzywych YEX;:ZO EEREE z=solve (g(x)=y(x) ; x ; - 32 ; 32)
glz)=0,25% +€-x -114%x+1

wielomianu z ¢wiczenia 4 1 krzywej v(z \|=- 487,354
okreslonej réwnaniem y=20x-10. T ¥ ~ y[ 3 2] —_8,3579
Rozwigzanie zostato pokazana na rysunkach. e
. 2 " y[Z3]=439,O452
e Wykres z dwoma krzywymi 7 ey 34
e Funkcja SOLVE przyrownuje obie | ] x olz)=| —8,3579
krzywe 1 otrzymujemy  warto$ci | 439,0452
odcietych w zmiennej Z T 2

(z 1|=-1487,3539

e Wstawiamy odciete do jednej z funkcji, {g(xl a2 ,)
g(Z 2]=—8,35?8
5(2 4]

aby otrzymac rzedne punktéw wspdlnych
Zwro¢ uwage, ze wartosci rzednych mozemy obliczac¢ pojedynczo wpisujgc, jako parametr

funkcji Y lub G - postugujemy si¢ w takim przypadku indeksem (np. Zy, Z,, itd.). (Z 3|7 439, 0451
Mozemy tez otrzymac wektor z wynikami, wpisujgc po prostu zmienng Z, jako parametr. —-3327,3075
Zwréé uwage, ze préba rozwigzania za pomocq g(Z) konczy sig niepowodzeniem - g(z)=| 371,6069
otrzymujemy bledne wyniki. Dlatego bardzo wazne jest sprawdzanie rozwigzan, czy to 3826,5524

graficznie, czy tez podstawiajgc pojedyncze wyniki do rownania (Czerwona ramka).

Dokladnos¢ obliczen. Bledy w obliczeniach.

Jak kazdy program komputerowy, tak tez i narzedzia CAS ,,liczg niedoktadnie”. Co to oznacza? Komputer nie
moze zapamigtac liczb z dowolnie duzg doktadnoscia. Z reguty kilkanascie pierwszych liczb po przecinku. W
zupelnosci wystarcza to do wigkszosci inzynierskich zastosowan. Trzeba jednak mie¢ $wiadomos$é, ze
obliczenia wykonywane sg wedlug jakiego$ algorytmu. Na przyktad szukanie miejsc zerowych polega na
wielokrotnym podstawianiu coraz doktadniejszych wartosci, az osiggniemy oczekiwang wartos¢. Taki sposob
pracy powoduje czasem powstawanie ,,dziwnych” btedow, dlatego trzeba mie¢ tego pelng swiadomos$é i zawsze

sprawdza¢ otrzymane wyniKi. :
Wréémy do éwiczenia 1, w ktorym obliczylismy pierwiastki réwnania kwadratowego. Jezeli takie wyniki  £(0,191)=-3,810

wstawimy do wzoru funkcyjnego powinnismy otrzymacé zero, bo to jest miejsce zerowe. Okazuje si¢ jednak, £(1,309)=-3,8-10 5
ze W obu przypadkach po podstawieniu wychodzi liczba bardzo bliska zeru, ale nie zero! ! !
Standardowo program ustawiony jest na pokazywanie pierwszych czterech liczb po

. . . ; iy . P . . . =11
przecinku. Mozemy zwigkszy¢ dokladnos¢ obliczen wybierajgc z menu: Narzedzial £{g,1909830056)=5, 601924479810
Ustawienia / Obliczenia / Liczba cyfr po przecinku. Zwigkszenie doktadnosci do 10 cyfr B | xmp. 1= 11
po przecinku spowoduje dokladniejsze obliczenia (ale tez nie zero)! £(1,3090169944)=5,6019411332 10
CWICZENIE 6 - rozwiaz rownanie f (x)mX=2 X3
Romins rwmania: X=2 _ X=3 BTy

0ZW13Z rownanie: ol xi2 solve(£(x); x)=0,5
Lo . -~ Xx—2 x-3 N,
Doprowadzamy réwnanie do postaci ,, funkcyjnej”:  f (X) = —1 - —2 sprawdzenie £(0,5)=0
X+ X+

i wstawiamy, jako parametr funkcji SOLVE. Zwrdéémy uwage, ze nie musi to by¢ postaé czystego wielomianu.

Funkcja POLYROOQOTS - szukanie pierwiastkow wielomianu

Jako parametr funkcji podajemy wektor wypeliony uporzadkowanymi wspotczynnikami wielomianu. jako
rozwigzanie otrzymujemy wektor z pierwiastkami. Nalezy pamigta¢ o kolejnosci podawanych
wspotczynnikow. Jezeli wielomian nie ma wspotczynnika z odpowiednig potgga, to 5

wpisujemy 0. v(x)=x"-3x+2

CWICZENIE 7 - pierwiastki wielomianu B ‘13

Znajdz pierwiastki wielomianu: f(X) = x* —3x+2 i sprawdz poprawnosé obliczen.
Uzywamy funkcji POLYROOTS, ktorej podajemy wektor ztoZony ze wspoiczynnikow wielomianu.
Zwroc¢ uwage na kolejnos¢ wspotczynnikow w wektorze - najwieksza potega na koncu wektora.

1
polyroots (3:'=[,.
FA

Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ musimy pierwiastki wstawi¢ do zmiennej (tutaj wektor X).

Sprawdzamy po kolei kazdy pierwiastek (uzywajqc indeksowania) - w tej wersji programu nie mamy

mozliwosci wstawienia do funkcji (jako parametr) wektora! sprawdzenie
X=polyroots [3] K=




CWICZENIE 8 - pierwiastki wielomianu miejsca zerowe

Cs e .. ) 1 3 1 2 100
Znajdz pierwiastki wielomianu: f (x) = 0,25x° +§X2 —114x+1  zlx)=2x 4+ x"-114x+100 |
S & ¢ obliczen 0,892 B=| 1
pra}w Z Po'prawnosc‘o : ICZCH: polyroots (B)= 6,9764 3
Znajdz miejsce przeciecia z osig OY. -1,035 1 das 2
NarySUJ wykres funkcji. ‘ solve(£(x); x ;-30; 30)=| 0,882
Umies¢ charakterystyczne punkty na wykresie. §,9764
zprawdzenie pierwiastkow
X:=po'_yroot3[ﬁjl f[}( 1]=.’L,8296-10_11
0,292 f[x,]=2,6435-10_11
X=|6,9764 2 1z
-8,035 f[K3]=2,6']‘98-_'LO
_— . flo)=100
punkt przeciecia z osia OY
punkty na wykresie(|x 1 0 nomogg "hlgen
P " X 2 0 n . ” 20 Ilb'_uell
X 3 0 n . ” 20 Ilb'_uell
o £(o] 20 "red"

P
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ZADANIA
1. ZnajdZz metoda graficzng oraz za pomoca funkcji SOLVE punkty wspdlne krzywej okreslonej rOwnaniem
x-sin(x)-4 oraz prostej przechodzacej przez punkt 9 na osi Y 1 rownoleglej do osi X , w przedziale (0..16).

2. Znajdz pierwiastki ponizszych wielomianéw za pomocg funkcji SOLVE i POLYROOTS

2x-3 _ 4x 2x-5_2(x-2) x+6 -10 x-3_ _x-1

x+3  2x+3 2x+3  2x+45 5  z-6 2x 2x*+3
4 1 2 2

bx —Ex +x“—x+5

w(x) =2x3-5 P(x) =—2x" + x* +13x

Qx) =x* +x2° + 74 R(x)=x%+2"+2

A, Sy +12x-3
B. 4x +5x +12x-3
C. 4x®+5x7+12x-3

3 2 A 5 2 2
D. 4x +12x" -3 2(x* —2)= —5%° + 2x(6x* - 1)
—axt=x?2x-4(x*-x7) <P =——10x*—10x°—15%3
X-2)x+5)x+8)° =0 x(x+3)(x+2)7 =0



