Statystyka

Statystyka jest nauka, ktora zajmuje si¢ zbieraniem danych i ich analiza. Praca statystyka polega gtownie na
zebraniu duzej ilo$ci danych opisujacych jakie$ zjawisko ich analizie 1 interpretacji. Nie bedziemy
zajmowac si¢ oczywiscie zbieraniem danych, lecz tylko ich analiza, czyli matematycznym wyliczeniem
roznych zaleznosci zachodzacych pomiedzy liczbami, a takze postaramy si¢ wyciggaé wnioski z tak
otrzymanych wynikow.

Wiele badanych zjawisk z zycia cztowieka charakteryzuje si¢ losowoscig (np. wzrost, wynik wyborow, itp)
I nie jest mozliwe przebadanie wszystkich ludzi z danej populacji, aby stwierdzi¢ naprawdg ,,jak jest”.
Mozemy za to przebada¢ grupg wybranych, wyliczy¢ zaleznos$ci, 1 na tej podstawie wyciggna¢ wnioski, co
do calosci. Statystyka jest dzisiaj szeroko stosowana, m.in. w badaniach demografii, psychologii, socjologii,
termodynamice, fizyce kwantowej, astronomii, ekonomii, demografii, itd.

Podstawowe pojecia statystyki
Srednia arytmetyczna
Najbardziej intuicyjna miara oceny danej serii pomiaréw. Sumujemy pomiary i dzielimy przez ich ilos¢.
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Srednia harmoniczna
Za pomocg $redniej harmonicznej obliczamy np. $rednig predkos¢ jazdy samochodem.
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Srednia geometryczna

W statystyce opisuje si¢ $rednie tempo zmian jakiego$ zjawiska lub miarg przeci¢tnego poziomu wartosci
cech badanych elementow. Stosuje si¢ ja, gdy mamy do czynienia z rozktadami logarytmicznymi. Mnozymy
wszystkie oceny 1 wyciggamy pierwiastek odpowiedniego stopnia
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Srednia kwadratowa

W statystyce opisuje rzad wielkosci serii danych, przydatnych, gdy liczby réznig sie znakiem. Srednia
kwadratowa rdznic warto$ci zmiennej 1 Sredniej arytmetycznej jest nazywana odchyleniem standardowym 1
peini bardzo wazng funkcj¢ w statystyce.
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Srednia wazona

Jezeli badamy elementy, z ktorych kazdy posiada przypisang jakas wage, wptywajaca mniej lub bardziej na
zjawisko, to $rednia wazona najlepiej oddaje calosciowy charakter proby. Na przyklad kazdej ocenie
nauczyciel przypisuje wage w zaleznosci od waznosci (sprawdzian pisemny bardziej znaczaca ocena - waga
3, odpowiedZ ustna mniej znaczaca - waga 2, zadanie domowe najmniej znaczace - waga 1). Srednia
arytmetyczna nie uwzglednia tych dodatkowych cech. Jezeli wszystkie oceny majg identyczng wage, wtedy
srednia wazona jest rowna Sredniej arytmetyczne;.
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X, = , gdzie X - badany element, W - waga badanego elementu.
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Dominanta

Wartos¢, ktora wystepuje najczesciej w badanym zbiorze.

Mediana

Mediana jest ta wartoscig znajdujaca si¢ na $rodku. Gdy badany zbior ma parzystg liczbe elementow,
obliczamy $rednig z dwoch srodkowych.



Wariancja
Wariancja tak naprawde nic nie wyjasnia, lecz jest potrzebna przy wielu statystycznych obliczeniach, m.in.
przy odchyleniu standardowym. Najpierw musimy mie¢ $rednig, ktorg odejmujemy od kazdego elementu.
Roéznice podnosimy do kwadratu i1 je wszystkie sumujemy. Na koncu sume réznic dzielimy przez liczbe
elementow.
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Odchylenie standardowe

JeSli mamy obliczong $rednig arytmetyczng, to odchylenie standardowe pokazuje nam, jak bardzo
,rozrzucone” sa poszczegolne wyniki od tej sredniej. Mozna tez powiedzie¢, jak daleko znajduja si¢ od
$redniej. Na przyktad $rednia ocen wystawionych przez nauczyciela wynosi 3,5, a odchylenie — 2. Oznacza
to, ze oceny mieszcza si¢ w przedziale 1,5 — 5,5.
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Jezeli przebadalismy catg badang grupg stosujemy wzor (1), tzw. odchylenie standardowe — bardzo rzadko
mamy do czynienia z takg sytuacjg. Jezeli przebadaliSmy tylko cze$¢ grupy stosujemy wzor (2) —
odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru. Natomiast wzor (3), tzw. niepewnosé standardowa
pokazuje btad odchylenia standardowego.

Wspolczynnik zmiennosci
Wspotczynnik zmiennosci pokazuje nam, jak silne jest zroznicowanie danych. Odchylenie standardowe
dzielimy przez $rednig arytmetyczna, a wynik prezentujemy w procentach. Jezeli wspdtczynnik mamy w
granicach 0-20% to mowimy, ze zréznicowanie jest mate. Jezeli powyzej 60% - zroznicowanie bardzo duze.
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Rozklad normalny Gaussa

Jest to wykres (tzw. krzywa dzwonowa), ktory odgrywa bardzo wazng role w statystycznym opisie
zagadnien przyrodniczych, przemystowych, medycznych, spotecznych, itp. Poziom inteligencji, wzrost,
oceny wystawiane przez nauczyciela, itp. wszystko to oscyluje wokot jakiejs sredniej. Krzywa Gaussa
pokazuje, jak bardzo poszczego6lne pomiary odchylone sa od tej $redniej. Wszystkie prawidlowe procesy
beda oscylowaly oczywiscie wokot sredniej, a kazde zjawisko niepozadane bedzie dawato pomiary znacznie
odbiegajace od tej sredniej. Innymi stowy: jezeli przeprowadzone przez nas badanie begdzie przypominato
rozklad Gaussa, mozemy powiedzie¢, ze jest to zjawisko normalne, bez zadnych anomalii. Przykladowa
krzywa na rysunku pokazuje np. rozktad poziomu inteligencji w badanej

grupie. "
Funkcja opisujaca rozktad normalny ma postac: z
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gdzie s - odchylenie standardowe, X - $rednia arytmetyczna 0

Korelacja - powigzanie, zalezno$¢
Korelacja méwi nam, jak bardzo powigzane sg ze sobg dwa badania (dwie tabele z danymi). na przyktad,
jaki zwigzek ma frekwencja na zajeciach z wynikami osigganymi na egzaminie.
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Jezeli wartos¢ korelacji przybiera warto$ci bliskie zeru, méwimy o catkowitym braku korelacji (frekwencja
nie ma wplywu na egzaminy). Jezeli korelacja przyjmuje wartosci bliskie 1 (100%), méwimy o duzej
zaleznosci.

jest to tzw. wspotczynnik korelacji liniowej Pearson’a lub XZ (chi kwadrat)
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Wybrane funkcje statystyczne arkusza kalkulacyjnego.

7 z . . A |B|ICIDIE|F|G|H| I |J|K] L |[M|N| O
CZESTOSC(tablica_dane; tablica_przedzialy) - oblicza ile 1 NR| A| B| C| D| F|G| H| ; | J| K| MIN[O |
razy dana ocena wystgpowata w zestawieniu ocen 2 | 1 [4[4[a[4]a[5[4]4]3]4 5
=CZESTOSC($B$2:$K$7;M2:$M$7) 3 | 2 |4]4]4]4]4]6]3]4]4]3 17
{=CZESTOSC(B2:K7;M2:M7)} 4 | 3 [4]5/5|5|5|6|4]6|5[5 19
=LICZ.JEZELI($B$2:$K$7;M2) {53 g g j g g g ’g g g g 13
{=LICZ.JEZELI(B2:K7;M2:M7)} S N R EEE 1
ILE.LICZB(tablica) - podaje ile komorek zawiera liczby (przydatne podczas recznego obliczania Sredniej
arytmetycznej.
=ILE.LICZB(B2:K7) 58 - dwie komorki sg puste
LICZ.JEZELI(tablica; kryteria) - zlicza komorki, ktore spetiaja podane kryteria
=LICZ.JEZELI(B2:K7;">0") 58 - dwie komorki sg puste
LICZ.PUSTE(tablica) - podaje ilo$¢ pustych komorek
=LICZ.PUSTE(B2:K7) 2 — dwie komorki puste
MAX(tablica)

MIN(tablica) - maksymalna i minimalna warto$¢ w tablicy
=MAX(B2:K7) 6
=MIN(B2:K7) 1
ODCH.KWADRATOWE(tablica) > (%, —X)°*  oblicza sume kwadratéw roznic elementu i
sredniej. Wykorzystuje si¢ podczas obliczania odchylenia standardowego.
=ODCH.KWADRATOWE(B2:B7) 2,833
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Miara tego, jak szeroko rozproszone sg warto$ci wokot wartosci §redniej — przebadana cata grupa
=ODCH.STANDARD.POPUL(B2:B7) 0,687
Z (Xi —X )2
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Miara tego, jak szeroko rozproszone sg wartoSci wokot wartosci przecigtnej — przebadana czg$¢ grupy
=ODCH.STANDARDOWE(B2:B7) 0,753

ODCH.STANDARDOWE (tablica) S=

SREDNIA (tablica) - Oblicza $rednig arytmetyczng — pomija komorki puste
=SREDNIA(12:17) 4,25

SREDNIA.GEMETRYCZNA (tablica) - obliczenie np. éredniej stopy wzrostu procentu sktadanego
=SREDNIA.GEOMETRYCZNA(B2:B7)

SREDNIA.HARMONICZNA (tablica) — np. do obliczenia $redniej predkosci jazdy samochodem
=SREDNIA.HARMONICZNA(B2:B7)
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WSP.KORELAC/I(tablical; tablica2) r, = n-1 55
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Oblicza stopien zalezno$ci pomigdzy dwoma zbiorami danych, np. mozna zbadac relacje pomiedzy ocenami
z matematyki i fizyki.
=WSP.KORELACIJI(B2:B7;C2:C7) 0,765 — duza zalezno$¢
=WSP.KORELACIJI(B2:B7;J2:J7) 0,315 0 mata zaleznos¢
Jezeli przebadano catg grupe nalezy wzig¢ pod uwage odchylenie standardowe populacji




CWICZENIA - ARKUSZ OCEN
Przykiady zwigzane z arkuszem ocen koricowych w pewnej klasie (ARKUSZ OCEN.XLS). Fragment arkusza obok.

Wylicz érednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dla kazdego ucznia (1-36), kazdego przedmiotu (P1-
P17) i catej klasy. Podaj rozktad ocen dla catej klasy. Wykresl rozktad normalny Gaussa dla catej klasy.
Oblicz wspotczynnik korelacji pomiedzy przedmiotami humanistycznymi P2 i P4 oraz przedmiotem
humanistycznym i Scistym P2 i P7. Wszystkie obliczenia wykonaj dwoma sposobami: gotowymi wzorami i
wzorami teoretycznymi.
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Srednia arytmetyczna 3t | s d sl o oo o oo oo o 55 100 o0 cess oses
4 3534 4] 4 5 4] 4 5 3 4 4 4 4 3] 5[ 5] 6] 4 4 424 424 0752 0,752

uczen 36|35 4] 3| 3] a] a[ 6] 3| 4] 3] 3[ 3] 2 4] 5] 5[ 3 4 359 359 1,004 1,004

T2 _SREDNIA(BZ'Rz) 37136 4] 3] 4] 3] 4 6 3 4 4 3] 3 3] 3 4] 6 4 4 382 382 0951 0991
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przedmiot 0 |S535 53 35752

B39 =SREDNIA(B2B37) 41 1,0436

B40 =SUMA(B2:B37)/ILE.LICZB(B2:B37) 0438

cata klasa “

T38 =SREDNIA(T2:T37) 3,575 $rednia ze srednich uczniow

S39 =SREDNIA(B39:R39) 3,587 $rednia ze $rednich przedmiotow

T39 =SREDNIA(B2:R37) 3,575 $rednia ze wszystkich ocen

Zwré¢ uwage na wystepujgce roznice — pojawiajq sie, gdy wystepujq puste komorki (brak oceny)

Odchylenie standardowe
V2 =ODCH.STANDARDOWE(F2:R2) 0,707
B4l =ODCH.STANDARDOWE(B2:B37) 0,793

reczne obliczanie wymaga stosowania wielu komorek, aby tego unikngé stosujemy formufe tablicowq.

W2  {=PIERWIASTEK(SUMA((B2:R2-$T2)"2)/(ILE.LICZB(B2:R2)-1))}
B42 {=PIERWIASTEK(SUMA((B2:B37-B$39)"2)/(ILE.LICZB(B2:B37)-1))}

Zwréé uwage na pojawiajgce sie réznice w miejscach, gdzie brak jest oceny (oblicza roznice pomiedzy zero, a Srednig), aby je
wyeliminowaé stosujemy dodatkowq instrukcje warunkowq, ktéra sprawdza, czy w komorce jest ocena (liczba wigksza od zera)

W2  {=PIERWIASTEK(SUMA((JEZELI(B2:R2>0:B2:R2-$T2;0))"2)/(ILE.LICZB(B2:R2)-1))}

B42 {=PIERWIASTEK(SUMA((JEZELI(B2:B37>0;B2:B37-B$39;0))"2)/(ILE.LICZB(B2:B37)-1))}
klasa

V41 =ODCH.STANDARDOWE(B2:R37)

W42 {=PIERWIASTEK(SUMA((JEZELI(B2:R37>0;B2:R37-$T$39;0)*2)/(ILE.LICZB(B2:R37)-1)))}

Rozklad ocen Y |z}

Y2-Y7 kolejne oceny 6-1 rozktsd
Z22-Z7 {=CZESTOSC($B$2:$R$37;W2:W7)}

AA2 =LICZ.JEZELI($B$2:SR$37;W2) o

; 91 91

3 211 21
Korelacja ‘5‘ 132 132
Y11 =WSP.KORELACJI(C2:C37;E2:E37) P2-P4 0,784 6 22 22
Y12 =WSP.KORELACJI(C2:C37;H2:H37) P2-P7 0,306

AA1L {=SUMA($C$2:$C$37*$ES2:SES37-SREDNIA(SCS2:$C$37)*SREDNIA(SE$2:$E$37))/
(35*ODCH.STANDARDOWE($C$2:$C$37)*ODCH.STANDARDOWE ($E$2:$E$37)) }

w podobny sposob liczymy drugg korelacje, mozna skorzystac¢ rowniez z policzonych juz srednich i odchylen. Liczba badanych
wynosi 35 dlatego, ze uzywamy odchylenia standardowego, ktére zawsze bierze pod uwage jedng probke mniej (n-1)

Rozklad Gaussa

Krzywq Gaussa tworzymy dokiadnie tak samo jak inne wykresy funkcji. Przyjmujemy,
ze wartoSci X bedq zmieniac sie od 1 do 6, co 0,1 (krzywa bedzie bardziej zaokrgglona)

T39 $rednia arytmetyczna

T40 =ODCH.STANDARDOWE(B2:R37) klasa

AC  liczbyod 1do6,co0,1

AD2 =EXP(-((AA2-$T$39)"2)/(2*$T$40"2))/($T$40*(2*P1())"\(1/2))

neEnn nenn 29 NIR02A7



Porownywanie wynikow badan

Test t Studenta

Gdy poréwnujemy ze sobg dwie grupy, to rdéznice wystepuja zawsze, to jeszcze jednak o niczym nie
$wiadczy. Dopiero, gdy odpowiedni test wykaze, ze te réznice sa odpowiednio duze, mozemy powiedzie¢,
ze sg statystycznie istotne. Co to znaczy odpowiednio duze? Otéz przyjmujemy na wstepie (hipoteza), ze
najwyzej 5% z badanej grupy (poziom istotnosci 0,05) moze si¢ rdzni¢. Jesli tak rzeczywiscie bedzie, to
znaczy, ze badane grupy si¢ statystycznie nie r6znig, a zaobserwowane wyniki nie sg statystycznie istotne.
Test t Studenta jest najczesciej stosowang metoda oceny réznic miedzy $rednimi w badanych grupach. Czy
podawany pacjentom lek leczy? Czy kolejna dieta-cud ma sen? Czy wyniki z egzaminu mieszczg si¢ w
sredniej krajowej? Innymi slowy, jak bardzo sg ze soba skorelowane przeprowadzone badania w dwoch
probach?

Mamy trzy rodzaje testow w zaleznosci od rodzajow grup.

Test dla prob niezaleznych (dwie rozne grupy ludzi grupy). Chcemy na przyktad okresli¢ wptyw leku na
wyleczalnos$¢ jakiej$ choroby podajac lek jednej grupie, a drugiej podajac placebo.

Test dla prob zaleznych (jedna grupa dwa razy badanie) zachodzi woéwczas, gdy mamy ta samg grupe
ludzi i poddajemy ich obserwacji przed i po. Mozemy np., zmierzy¢ samopoczucie badanej grupy przed 0 po
podaniu lekow.

Test dla jednej proby zachodzi wtedy, gdy poréwnujemy $rednig badanej grupy ze $rednig ogdlng -
uzyskang np. z literatury.

Test dla pojedynczej préby (jedna grupa poréwnujemy z wartoSciami teoretycznymi) - poslugujemy
sie¢ nim wtedy, gdy chcemy zbada¢ zalezno$¢ pomiedzy $rednig z danego badania a §rednig uzyskang np. z
literatury. Porownujemy np. $rednig z egzaminu w naszej szkole ze $rednig egzaminu w calej Polsce.
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Patrzac na powyzsze wzory odnies¢ mozna wrazenie, ze ,,to jest straszne”, ale literatura podaje, Ze testy te sa
jednymi z mniej skomplikowanych! Na szczeScie arkusz kalkulacyjny posiada wbudowane odpowiednie
funkcje

Test Studenta
=TEST.T(tablical; tablica2; Slady; typ)
SLADY: 1 — rozktad jednostronny, 2 — rozklad dwustronny (podaje dwa razy wyzsze prawdopodobiefistwo)
TYP: sparowany — grupy zalezne (1)
niesparowany — grupy niezalezne — odchylenia rozne (2) — odchylenia takie same (3)

Dygresja. Dlaczego test Studenta? Otdz na poczatku XX wieku pewien browar zatrudniat studentow do
testowania swoich produktow, a jeden ze studentéw wymyslit te ,,straszne” wzory, ktore jednak daly firmie
ogromne zyski.

Jeszcze raz o interpretacji testu studenta.

Potrafimy juz policzy¢. Ale, o czym nam moéwi otrzymany wynik? I jak w praktyce wyglada analiza? Po
pierwsze hipoteza. Zaktadamy, ze otrzymane rezultaty sa istotne (badz nieistotne) statystycznie. Co to
znaczy istotne? To oznacza, ze badany lek jednak leczy, ze dieta ma wptyw na chudniecie, itd. Po drugie
poziom istotnosci, czyli jak bardzo chcemy ufa¢ naszym wynikom. W praktyce przyjmuje si¢ dwa
poziomy: 0,01 lub 0,05. Zat6zmy, ze przeprowadzilismy 100 prob (100 badan). Jezeli przy zalozonym
poziomie 0,05 ponad 5 badan rdzni si¢ od siebie, to proby sa statystycznie niezalezne od siebie, rdznica jest
statystycznie istotna, albo inaczej hipoteza si¢ nie sprawdzita.



Szacowanie niepewnosci w pomiarach laboratoryjnych

Pomiar

Aby co$ zmierzy¢ musimy wiedzie¢, co chcemy zmierzy¢ (np. dlugos$é, mase, czas, itp.) oraz musimy
dysponowa¢ odpowiednim przyrzadem (np. linijkg, stoperem, waga, itp.). Sam pomiar polega na
poroéwnaniu mierzonej wielkosci (np. dtugosci stotu) z przyrzadem, w wyniku czego uzyskujemy wynik
pomiaru, tj. liczb¢ z jednostka (np. 1522 mm).

Zapis wyniku pomiaru

Otrzymany wynik pomiaru nie jest jednak peilng informacja o mierzonej wielkosci. W praktyce bardzo
potrzebna jest rowniez ocena wiarygodnosci pomiaru, polegajaca na okresleniu (oszacowaniu)
niepewnosci pomiarowej wyniku. W praktyce stosuje si¢ pojecie niepewnosci standardowej, w jezyku
potocznym mowimy raczej o bledzie pomiarowym. Sam wynik pomiaru zapisujemy w razem z
niepewnoscig w tej samej jednostce, np. 1522 = 1 mm, 1,006 £ 0,003s, itp. W niepewnosci pomiarowej
podajemy tylko tyle cyfr znaczacych, ile miat ich wynik gtéwny pomiaru!

Ocena niepewnosci pomiarowej

Jezeli mamy do czynienia z pojedynczym pomiarem, pomierzonym za pomocg okre§lonego przyrzadu -
nie ma problemu. Niepewnos$cig bedzie zazwyczaj najmniejsza dziatkg na przyrzadzie (np. 1 mm na linijce,
0,1 sekunda na stoperze, itp.). Jezeli mamy do czynienia w pomiarem wielokrotnym (np. mierzymy grubos¢
drutu w réznych miejscach), to $rednia arytmetyczna jest bardzo dobrym oszacowaniem pomiaru, a
niepewno$¢ (blad) obliczamy z wzoru na niepewno$¢ standardowsq, znanego z obliczen statystycznych

=\2
X, — X
S = % Poniewaz wielokrotnie dokonywane pomiary podlegaja pod procesy statystyczne,
n —

(x=x)°
2s°
pomiaréw ma ksztalt krzywej dzwonowej mozemy by¢ pewni, ze pomiary oddaja rzeczywisty charakter

mierzonej wielkosci.

dlatego tez opisuje je krzywa Gaussa dana wzorem: G(x) = eXp— - jezeli rozktad
S-2r7

Obliczanie niepewnos$ci na podstawie pomiaréw posrednich
Bardzo czg¢sto mamy do czynienia z nastgpujaca sytuacja: mierzymy pewne wielkosci obarczone réznymi
btedami, i na podstawie okreslonego wzoru (chemicznego, fizycznego) wyliczamy dopiero koncowy wynik.
Jak w takim wypadku wyliczy¢ niepewnos¢ pomiarowg?
Najczesciej stosuje si¢ wzOr wyrazajacy w literaturze prawo przenoszenia odchylek przypadkowych.
Zatozmy, ze obliczamy predkos¢ - V mierzac czas - t 1 odleglo$¢ - s. Czas 1 odleglo$¢ majg wyliczone
$rednie (tg, i Sg,) oraz wyliczone niepewno$ci pomiarowe - odchylenie standardowe (S(t) i S(s)).
W takim wypadku niepewnos¢ predkosci wyliczamy z wzoru:

2

S(\/)=J(%V(tsr>j ~S(t)2+(%wssr)j S(5)° .

We wzorze mamy do czynienia z pochodnymi. Na szczgscie nie musimy ich wylicza¢ algebraicznie -
odpowiednie programy robig to same. Spotka¢ mozna tez duzo prostsze rozwigzanie (bez wyliczania
pochodnych:
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